Matematicas Il — Ejercicios resueltos de los examenes de Selectividad propuestos en Castilla-La Mancha
Autor: Pedro Castro Ortega, profesor del IES “Fernando de Mena” de Socuéllamos (Ciudad Real)

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos en el espacio

1. Estudiar la posicion relativa de las rectasry s:

43y 44z 620 ix=2t-1

X z-6= i
r:i2x+y 3z+2=0 ; s::'y:t+1

JeY - lz=-3t+2

Calcular la distancia entre ambas rectas
(Junio 1997)

Solucioén:

Obtengamos un vector director U y un punto A de r. Llamemos z = | . Entonces el
. ix+3y=-4] +6 . . .,
sistema queda de la forma: i . Multiplicando la primera ecuacion

12x+y=3l -2

por 2 y restando queda 5y = -111 + 14 b y:_?lll +%. Sustituyendo en la
primera ecuacion:
x+3aﬁl +E2:-4I +6b X-E| +4—2:-4I +6pP x:1—3I -Q.Portanto la
€5 55 5 5 5 5
=13 12
: 5 5
. o011, 14

recta es, en ecuaciones paramétricas: r° .y-?l +€

i

iz=l

t
Asi, un punto de r es Ag? % % 02 y un vector director de r es U= (13, -11, 5)

2]

Un punto de s es B(-1, 1, 2) y un vector director de ses v = (2, 1, —-3)
Entonces:

3 -11 5¢
2 O- 2. pues hay al menos un menor de orden dos

° rangoaw}gzrango :
Vg €2 1 -3

distinto de cero.

r.. & 0
U o 13 -11 5% 13 -11 5
° rangoguar/lr;:rangogz 1 -3.=3,yaque| 2 1 -3r0.
CABS 7 -9 % 715 -9/5 2
85 5} [}

Por tanto r y s se cruzan.

Hallemos el plano p que pasa por r y es paralelo a s. Para ello escribamos la
ecuacion del haz de planos de aristar: | (x +3y +4z-6) + m2x+y-32+2)=0
U (I +2mx+ @l +my+ (4 -3mz + (-6l +2m) =0.
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Para que un plano de este haz sea paralelo a la recta s se debe cumplir que el vector
perpendicular al plano (I +2m 3l + m 4l — 3n) sea perpendicular al vector director
des: (2, 1, —3), es decir, que el producto escalar de ambos sea cero:

(1 +2m2+@ +m:-1+@l -3m(-3)=0pP =71 +14m=0.

Para que esta Ultima igualdad se cumpla basta elegir | =2, m= 1, luego el plano p es
4x-T7y+5z2-10=0.

La distancia buscada coincide por tanto con la distancia del punto B(-1, 1, 2) de s al

plano p:
d(l’,S):d(B, p):|('1)>¢1+l>(-7)+2>5+(-10)|: 11 11 _11\/170

J42+(-7)? +5 J90 3J10 30

uds. t

2. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por A(1, 2, 1), es perpendicular a la recta

13y+z=7
r:i y paralela al plano 2x + y -z =3
iX+4y+z=8
(Junio 1997)
Solucién:
Llamemos U = (a, b, ¢) a un vector director de la recta s que buscamos. Hallemos un
vector director v de la recta r. Para ello llamemos, por ejemplo, y = | . Entonces
z=7-3l ; x+4l +7-31 =8b x=1- | . Por tanto las ecuaciones paramétricas de
ix=1-1
r son: :'y =| , y entonces un vector director deres v = (-1, 1, -3). Como s~ r
1z=7-3

b UrAV b U-V=0p -a+b-3c=0(1)
Un vector perpendicular al plano p® 2x+y -z =3es w=(2, 1, -1). Como sPp b

UAWP U-W=0b 2a+b-c=0(2)

Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2). Para ello llamemos, por

. i-a+b=3t ) 2
ejemplo,c=tb | . Restando ambas ecuaciones: -3a=2tb a=-—t,y
12a+b=t 3

sustituyendo en la primera: %t +b=3tb b :%t. Parat=3seobtienea=-2,b=7

y ¢ = 3, por tanto un vector director de s es U= (-2, 7, 3) y la recta s es, en
ix=1-2l

ecuaciones paramétricas: s ° :'y:2+7l t
',Iz =-1+3

_3:yé122+12,yel plano x -3y -z + 6 = 0.

Calcular la distancia entre la recta y el plano.

., . X
3. Posicion relativa de la recta

(Septiembre 1997)

Solucion:

Tomemos un punto y un vector director de la rectar: P(a,, a,, a,) = P(3, 1, -2);
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U= (u, u,, uy) = (5, 2, -1). Los coeficientes A, B, C del plano psonA=1, B = -3
y C = -1. Entonces:

Au, +Bu, +Cu,+D =15+ (-3)-2+(-1)(-1)=5-6+1=0
Aa, +Ba,+Ca,+D =13+ (-3)1+(-1)(-2)=3-3+2=2*0
Por tanto, la recta y el plano son paralelos: rPp

La distancia entre la recta r y el plano p es la distancia de un punto cualquiera de la

8+ (-3)+(-1)(-2)+6] _ 8 _8J11 y

= = = t
P +(-3) +(-1)2 Jinoo11

rectar al plano p: d(r, p)=d(P, p)

4. Ecuacion de la recta que pasa por A(2, -1, 3) y es perpendicular al plano que pasa
por los puntos B(1, 1, 0), C(0, -1, 2) y D(-2, 2, 1). Calcula el volumen del tetraedro
ABCD.

(Septiembre 1997)
Solucién:
X Yy z
- 1 1 0
La ecuacion del plano que pasa por los puntos B, C y D es: 0 1 2 =0.
-2 2 1
X+2 y-2 z-1 0
. 3 -1 -1 0
Restando a la 18 22y 32 fila la cuarta: ) 3 1 0:O.Desarrollando por
-2 2 1 1
la 42 columna:
X+2 y-2 z-
3 -1 -1{=00 (-x-2-2y+4-9z+9)- (-2z+2+3y- 6+3x+6)=00
2 -3 1

U (-x-2y- 9z2+11)- (3x+3y- 2z+2)=00 -4x- 5y- 7y+9=0.
La recta r que buscamos tendrd como vector director un vector perpendicular al
plano: U= (4, 5, 7).
ix=2+4l
Entonces las ecuaciones paramétricas de la recta son: r° : y=-1+5l
1z=3+7

b1' a; bz' a, bs' ds
El volumen del tetraedro es: V:E C,-a, C,-a, Cy-asl|=
dl'al dz'az ds'as
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1-2 1-(-1) 0-3 -1 2 -3
1 1 1
=5[10-2 -1-(Y 2-3|=([-2 0 -1 :EK0+8+1@-(0+8+3N:
2-2 2-(-1) 1-3 -4 3 -2
15_5
=—=—=Uu
6 2
5. Estudiar la posicion relativa de las rectas:
IX=-7+4t s
rify=1-t ; s:—X;S:—y; :iz
1z=2

Hallar la ecuacion de un plano que contenga a ambas rectas.
(Junio 1998)

Solucion:

Un punto de r es A(=7, 1, 2) y un vector director es U= (4, -1, 0). Un punto de s es
B(3, -4, 0) y un vector director de s es v = (2, -3, -2).

aelo d -1 060
@ rangocr ~=rango ==2. pues hay al menos un menor de orden dos
&y & -3 -2,
distinto de cero.
aﬂf? & -1 06 4 -1 0| |4 -1 0
° rangogv;—rangogz -3 -2.=2,yaque|2 -3 -2=|-8 2 0=
CABS S0 -5 -25 10 -5 -2 |10 -5 -2

4 -
—(-2)‘_8 2“—(-2)(8-8)—0.

Entonces las rectas son secantes. Hallemos el punto P donde se cortan ambas:

o j-x-7=4y-4  _ix+dy=-3
T - - -X- = - X =
oly=1-t proXiloy-1.2-2, 0} " e 0T
i 4 -1 0 {0=-2+2 iz=2
12=2
i J-3x+9=2y+8 3x+2y =1
OXIYHA_ Ty (1 IH0TYHE, 1xe2y
2 -3 -2 1-2y-8=-3z ,2y 3z=-8

Uniendo todas las ecuaciones se obtiene z = 2, y = =1, x = 1. Por tanto el punto P
donde se cortan ambas rectas es P(1, -1, 2)

El plano p que contiene ar y a s, contiene a P y tiene por direcciones U y V.
x-1 y+1 z-2
Entonces: | 4 -1 0 =00 (2x- 2-12z+24)- (-2z+4-8y-8)=00
2 -3 -2
U (2x-12z+22)- (-8y- 2z- 4)=00 2x+8y-10z+26=0U x+4y-5z+13=0
Por tanto p° x+4y- 5z2+13=0+
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- - +
6. Hallar el &ngulo que forman la recta r: X 1:3/12:211

X+ 2y —z — 3 = 0. Obtener el punto de corte de la recta y el plano

y el plano

(Junio 1998)

Solucion:

Un vector director de la recta es ¥=(2, 1, 1) y un vector perpendicular al plano es
U= (1, 2, -1). El 4ngulo entre una recta y un plano viene dado por la férmula:

|Av, +Bv, +Cv|

JAZ+B2+C? \/vlz +V,” +V,°
al plano y \'/:(vl, V,, V;) es un vector director de la recta. Entonces, en nuestro
12 + 254+ (- 1) 4] 3 3.1

\/12 +22 4+ (- 1)° 22 +12 +12 “Je6 6 2
x-1:y-2:z+1p ro‘:,x-l=2y-4p |
2 1 1 1y-2=z+1 1y-z=3
ecuaciones implicitas de la recta con la ecuacion del plano obtenemos el sistema:

sena =

, donde (A, B, C) es un vector perpendicular

Caso: sena =

ro Uniendo las

ix-2y=-3
:'y-z:3 . El determinante de la matriz de los coeficientes es:
Ix+2y-2z=3
1 -2 0
0 1 -12=(-1+2)- (-2)=3. Lassoluciones del sistema son por tanto:
1 2 -
-3 -2 0 -1 -2 0
3 1 - 311 1 -
-1 -2 0 [0 -1 -
3 2 - 1 2 - -1 -
X = > = - =|t 1 -1=o -1 ol=| ] 1=-1
2 - 1 2 -
1 -3 0 1 -1 0
1 -
0 3 30 1 0 -1 0
1 3 - 1 1 - 1 -
y= = = “d=lo 1 -1= =1
3 3 2 -
1 -2 -3 -2 -
0O 1 3| 310 1
1 -2 - 1 -2
1 2 3 1 11
z= = = 1 1|=jo 1 1|=|[ [|=-2
3 4 2
2 11 10 4 2

Entonces el punto de corte de larectay el plano es (-1, 1, -2) +

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
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7. Estudiar si las rectas r y s son coplanarias. En caso afirmativo, dar la ecuacion del
plano que las contiene:
r_i,2x- 3y+13=0 S 1 y+2_z-1

12y-z-4=0 3 2 4

(Septiembre 1998)

Solucion:

Hallemos un vector director U y un punto A de r. Para ello pasemos a paramétricas.
Llamemos, por ejemplo, y = |. Entonces 2 -z -4=0b z =2 -4 ;

2x -3l +13=0b 2x =31 -13 b ngl 1—23 Por tanto las ecuaciones

i__3, 13
i X=—| - =

i 2 2

paramétricas de r son r° jy=| , con lo que un punto de r es A(- 51 - 2)
}222l-4

|
(haciendo | = 1)y un vector director deres U= (3, 2, 4)

Un vector director de s es V= (3, 2, 4) y un punto de s es B(1, -2, 1).

Entonces:
I

a0 2 49 . .
o rangoqr ~=rango ==1. pues las dos filas son iguales.
ng 83 2 4g
&l 0 a8 2 406
° rangog v ~=rango¥3 2 47=2, pues hay al menos un menor de orden 2
uur H
SAB 6 -3 35

distinto de cero.

Esto quiere decir que r y s son paralelas: rPs y, por tanto, coplanarias. Para hallar el
plano p que las contiene tomamos un punto cualquiera de una de las dos rectas por
ejemplo A(-5, 1, -2), la direccién de r: U= (3, 2, 4) y la otra direccién la del vector
W que une A con B: AB= (6, -3, 3) . Podemos tomar pues W= (2, —1, 1). Asi pues:
X+5 y-1 z+2
3 2 4 1=00 (2x+10+8y- 8- 3z- 6)- (4z+8+3y- 3- 4x- 20)=0U
2 -1 1
U (2x+8y- 3z- 4)- (-4x+3y+4z-15)=0U 6x+5y- 7z+11=0.
Por tanto el plano p que contienearyses p° 6x+5y- 7z+11=0 ;

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
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8. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por P(3, -4, 7) y es perpendicular al plano
p: 2x — 3y + z — 11 = 0. Hallar el punto simétrico de P respecto del plano p.
(Septiembre 1998)

Solucion:

La recta r que buscamos tendrd como vector director un vector perpendicular al

ix=3+2l
plano p: U= (2, -3, 1). Las ecuaciones de r seran: r° :'y:-4- 3 0
¥z:7+l
0 ro X= 3_yt4_z-7 0 ro ‘:,-3x+9:2y+8 g ro ‘:,3x+2y:l.
2 -3 1 1y+4=-3z+21 1y+3z=17
Resolviendo el sistema formado por la recta y el plano obtenemos el punto M donde
i3x+2y=1
la recta corta al plano: :'y+32 =17
',1'2x- y+z=11
3 2 0
El determinante de la matriz de los coeficienteses:[0 1 3[=(3+12)- (- 27) =42
2 -3 1
Por tanto:
1 20
17 1 3
(ot -3 1 _(1+66)- (34-9) _42 _
42 42 42
31 0
0 17 3
y= 2 11 1 _(51+6)- (99) _42_
42 42 42
3 2 1
0o 1 17
212 -3 11 _(33+68)- (2-153) _252_
42 42 42

Asi, el punto M donde la recta r corta al plano p es M(1, -1, 6). Este punto es el
punto medio del simétrico P'(a, b, ¢) de P respecto del plano p. Entonces:
a@t+3 b-4 c+70

(1,-1,6):8 5 i P a=-1,b=2c=5.

Por tanto el simétrico de P respecto del plano p es P'(-1, 2, 5) +

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
en el espacio
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x-1_y-1_12z-2
1 2

9. Hallar la ecuacion de la proyeccion ortogonal r' de la recta r:

sobre el plano a: x =3y +2z+12=0
(Junio 1999)

Solucion:

Hallemos el plano p, perpendicular al plano a que contiene a la recta r. Esta
condicién nos lleva a que un punto de p sera A(1, 1, 2) (punto de la recta) y dos
direcciones del mismo seran U= (2, 1, 2) (la de la recta, por contenerla) y
V= (1, -3, 2) (la de un vector perpendicular a a). Entonces:

7

x-1 y-1 z-2
2 1 2 |=00 (2x- 2+2y- 2- 6z+12)- (z- 2+4y- 4- 6x+6)=0U

1 -3 2
U (2x+2y- 6z+8)- (-6x+4y+z)=00 8x- 2y- 72+8=0. Por tanto el plano
pesp®8x-2y-7z+8=0.

La proyeccion ortogonal r' de la recta r sobre el plano a sera el corte o interseccion
de a con el plano hallado p. Por tanto r' tiene ecuaciones implicitas:

o 18X-2y-7z2+8=0

1x-3y+2x+12=0""

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
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iX=2+t
10. Dados el punto P(2, 1, 2) y la recta r::'y =3-t determinar la ecuacion del plano
1z=4-3t
que contiene a ambos.
(Junio 1999)

Solucion:

Dos puntos de la rectar son: A(2, 3, 4) (parat=0) y B(3, 2, 1) (para t = 1). Por tanto
%Lplano p que seugysca debe pasar por el punto P(2, 1, 2) y tener las direcciones de
PA=(0,2,2) y PB =(1, 1, -1). Asi pues:
X-2 y-1 2z2-2

0 2 2(=00 (-2x+4+2y-2)- (2z- 4+2x-4)=00

1 1 -1

U -4x+2y-2z+10=0U0U 2x- y+z-5=0,yelplanoesp® 2x-y+z-5=0+

iX=m

11. Dadas las rectas r: Xégz%: Zil y s::'y:-m, hallar los puntos que dan la
1, =
iZ=-m

minima distancia y determinar la ecuacion de la perpendicular comin a ambas
rectas.
(Septiembre 1999)

Solucién:
Escribamos las ecuaciones implicitas de las rectasr y s:

- -1~ iX-3=2y . ix-2y-3=0
r°X 3:X:Z 1Ur°:’ yUr°:’ y
2 1 1 1y=z-1 1y-z+1=0
i X=m V=0
. . -X=Zy . X+y=
s°jy=-mu SOT:ll:ilU s°i _yZU s°i :_0
{z:-m i-y= iy-2=

o Hallemos el plano p que pasa por s y es paralelo a r. Escribamos para ello la
ecuacion del haz de planos de arista s:

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
en el espacio
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l(x+y)+my-2)=00 Ix+( +mMy-ne=0

Para que un plano de este haz sea paralelo a la recta r se debe cumplir que el
vector perpendicular al plano (I , | + m —m) sea perpendicular a un vector director
der, U= (2, 1, 1), es decir, que el producto escalar de ambos sea cero:

2l +1 +m-m=0pb 3l =0P | =0
Tomando pues | =0y un valor cualquierade m* 0 (m=1) setiene:p°®y-z=0

o Hallemos ahora el plano p' que pasa por sy es perpendicular a p. Ya sabemos que

el haz de planos de aristases| x+ (I +my-nz=0.

Para que un plano de este haz sea perpendicular a p se debe cumplir que los
vectores perpendiculares a ambos planos sean perpendiculares, es decir, que el
producto escalar de los vectores (I ,| +m-m y (0, 1, -1) sea O:

I +m+m=0pP | +2m=0
Tomando | =-2, m=1,setienequep'® -2x-y-z=0U p'° 2x+y+2z=0

o Hallemos por altimo el plano p" que pasa por r y es perpendicular a p. El haz de
planos de arista r es

l(x-2y-3)+my-z+1)=00 Ix+ (-2l +my-nz-3l +m=0

Para que un plano de este haz sea perpendicular a p se debe cumplir (al igual que
en el punto anterior) que (I, -2I + m-m ~ (0, 1, —1), es decir que:

-2l +m+m=00 -2l +2m=0U | -m=0

Tomando | =m=1, setienequep"° x-y-z-2=0

La recta t, perpendicular comin a r y s, es la interseccion de p' y p", luego tiene
. . i2x+y+z=0
ecuaciones implicitas t© |
1X-y-2-2=0

Larectat cortaarenun punto M: t C r = M. Por tanto resolvamos el sistema

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
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ix-2y-3=0 R
i 24120 |x 2y =3
formado por t y r: }y p |y z=-1 . Observa que hemos
j2x+y+z=0
: Lox+y+z=0
1x-y-2z-2=0

eliminado la Gltima ecuacion (sabemos que tiene solucién unica) y hemos pasado los
términos independientes al segundo miembro. De la primera ecuacion: x = 3 + 2y.
Sustituyendo en la tercera: 2(3 +2y) + y+z =0 b 5y +z = -6. Por tanto nos queda

el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas: .'y v7=-6 cuyas soluciones

poy+tz=-
- o _ 1 4_2
son: y=- E’ s y sustituyendo en la expresion de x se tiene x = =573 Asi
7 10
ues M— 38 8L
P 83 6o
De una manera completamente analoga se obtiene el punto N: t C s = N. El sistema
ix+y=0 .
fy-z=0 1x+y=0 1y-2=0
formado por tyses: }y p |ly- z=0 b [x:-y]p I,y .
j2x+y+z=0 i 1-2y-2=2
. [ X-y-2=2
tx-y-2z-2=0
De aqui se obtiene ng,y:-g :-Ep N_ae_? _3,_30
3 3 &3 30

Observa que en este caso hemos suprimido la tercera ecuacion, pues si suprimimos
la cuarta queda un sistema con infinitas soluciones y esto no es posible pues
sabemos que la solucion es Unica (es conveniente hacer también estas
comprobaciones utilizando el teorema de Rouché).

Estos puntos M _ae? - Z, - EQ y N :ae_?, - 3, - 29 son los que dan la minima
&3 €' 33

6 [}
distancia entre r y s, por tanto:

wur 1z 28 @2 s 700 @2 '
d(r, s)=d(M, N)=|MN|=, [&=- £2 +32 =- & — =.&222 =
(9 =dM. N = |J&33g "$3 865 S 3§ 65

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
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ix=t
12. Hallar la distancia del punto P(1, 2, 3) a la recta r de ecuaciones r::'y:6- t,
1z=2+t

determinando el punto de la recta que dista menos de P.
(Septiembre 1999)

Solucion:

El punto M de r que dista menos de P, es la
interseccion de r con el plano p que pasa por P y es
perpendicular a r. Un vector director de r es
U= (1, -1, 1). Por tanto este mismo sera un vector
perpendicular a p. Asi pues p ha de ser de la forma
X-y+z+D=0. Como este plano pasa por P b

1-2+3+D=0b D=-2b p°x-y+z-2=0.

Las ecuaciones implicitas de la recta r son:

ix=t

I - - i-X=y-6 iX+y=6
r°:'y:6-tb roX=Y2 6-2-2 2D r°:' Y P r°||' =0

[, =04t -1 1 1y-6=-z+2 1y+z=8

lz=

Como r C p = M, al resolver el sistema formado por r y p obtenemos el punto M:
iX+y=6
:'y+z:8 . De la primera ecuacion x = 6 — y. Sustituyendo en la tercera
Ix-y+z-2=0

. iy+z=8
tenemos: 6 -y -y+z-2=0b -2y +z=-4, quedando el sistema { ,
1-2y+z=-4
de donde y = 4, z = 4. Sustituyendo en la expresién de x, se tiene x = 2. Por tanto el
punto M de r que dista menos de P es M(2, 4, 4) y la distancia de P a r, sera la
misma que la de P a M:

d(P, r) =d(P, M):|gu#£|:\/(2- 1) +(4- 2)* +(4- 3)" =y +22 +1> =/6 uds.

También se puede hallar la distancia de P a r utilizando la formula:

|(p1' dy, Py -8y Pg- as), (u11 Uy, U3)|

[ulz +u22 +u32
A(a,, a,, a;) es un punto de la recta: A0, 6, 2) y ﬂz(ul, U,, U;) es un vector
director de larecta U= (1, -1, 1)

Entonces: (p, - a,, P,- @,, P;- 8;) =(1- 0, 2- 6,3- 2) =(1, - 4,1), luego

d(P, 1) =

, donde P(p,, p,, ;)= P(1, 2, 3),

i j K i ] k _

. |

(p,- 2, p,- 8, Ps-ay) (U, Uy, up)=L -4 1=[1 -4 1:-3‘l
1 -1 1 [0 3 0

k
1
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=-3(i- k) =-3i+3k (donde se le ha restado a la tercera fila la segunda y luego se
ha desarrollado el determinante por los elementos de la tercera fila). Entonces
tenemos (p, - a,, P, - @,, P;- ;) (U, U,, u;) =(-3, 0, 3). Por tanto

-3, 0, - 3) :\/9+0+9:J1_8:3\/§:3\/6:\@uds
JE+(-12+2 V14141 3 33 :

d(P, r)=

13. Hallar la distancia del punto P(2, 4, 1) al plano a © 3x + 4y + 12z - 8 =0, y
encontrar el punto del plano que da la minima distancia del punto P.
(Junio 2000)

Solucion:

Hallemos la recta r que es perpendicular al plano a y que pasa por P(2, 4, 1). Un
vector director de esta recta sera un vector perpendicular al plano a, o sea el vector

]_X:2+3t 2
U= (3, 4,12). Por tanto larectar seré: r° jy=4+4tp r° = :y;14221'21p
{Z =1+12t

d(P, a)

r
j4x-8=3y- 12 14x-3y=-4 14x-3y=-4
° | Y b rof Y b roj Y :
112y- 48=4z- 4 112y - 4z2=44 13y-z=11

Esta recta corta al plano a en un punto M, que da la minima distancia del punto P al
plano a: r C a = M. Para hallar el punto M se resuelve el sistema formado por la

i4x-3y=-4
recta r y el plano a: :'Sy- z=11 . De la segunda ecuacion z = 3y — 11.
13x +4y+12z-8=0
Sustituyendo en la tercera 3x + 4y + 12(3y — 11) -8 =0 b 3x + 40y = 140, que
. . ., ) 14x-3y=-4 .
junto con la primera ecuacion forman el sistema: : y , cuyas soluciones
13x+40y =140
son X :E, y:ﬁ. Sustituyendo en la expresion de z se tiene z =- E. De este
13 13 13
modo el punto M es Ma@, ﬁ, - ES
&13' 13" 135

La distancia del punto P al plano a coincidira por tanto con la distancia de P a M:

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
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20
&13

2
. 29 a4 4_ 3@2_1_

UUUF
d(P, a) =d(P, M) =|PM \/ P AL

260 aeso ae24o _\/36 64,576 _ [676 _ 17 _, 46
§13 5 813 P 813 5 169 169 "169 V169 '

La distancia del punto P al plano a también se puede hallar utilizando la formula:

14.

Ap, +Bp, +Cp, +D
d(P, a):| P 7 5P2 7 +Ps | donde P(p,, p,, p;)= P(2, 4, 1) y como a es el
JA® +B? +C?
plano:a® 3x+4y+122-8=0pP A=3,B=4,C=12, D =-8. De este modo:
3R +4xX4+12+(-8
a(p, a)= | (B]__26 _26_, .
V3 +42 +12° \/169 13
o X-y+1=0
Hallar el punto simétrico del punto A(1, 2, 3) respecto de la recta r°1'2X e
12X -2-1=

(Junio 2000)

Solucién:
Hallemos el plano p que contiene al punto Ay a larectar.

El haz de planos de base larectares| (X —y + 1) + m2x — z - 1) = 0. Podemos
suponer que | * 0y dividir todos los términos entre | con lo que la ecuacién del haz
queda de la forma: x -y + 1 +t(2x —z - 1) = 0, donde t = ml . Como el plano
contienealpunto Abp 1-2+1+t2-3-1)=0pb -2t=0pb t=0yelplanop
que buscamosesp® x-y+1=0

La idea consiste en hallar un vector W perpendicular a r para, utilizandolo, hallar la
recta s perpendicular a r, contenida en p, que pasa por el punto A. Esta recta s
cortard a r (estan en el mismo plano y son perpendiculares) en un punto M. El punto
simétrico de A respecto de r, A', se encuentra de M a la misma distancia que M de
A: M es el punto medio de Ay A'. Ahora ya seré facil hallar A" (ver figura).

A

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
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Hallemos entonces un vector director U de la recta r. Para ello escribamos r en

paramétricas. Llamandoy=1 b x=1 -1b 2( -1)-z-1=0b z=2l -2P
ix=1-1

refy=l b U=(L1,2)
{z=21-2

Un vector perpendicular al plano p es V= (1, -1, 0).

Entonces el vector W = U~ V es simultineamente perpendicular a U y a V.

e
Hallémoslo: I 1 2|=p 2 2[=| =222 bW @ 2 -2)
o1 0l L o o

Podemos tomar W un vector proporcional: w= (1, 1, -1)

La recta s que pasa por A(1, 2, 3) y tiene direccion W= (1, 1, -1) es perpendicular a

. - - - ix-1=y-2
ryestécontenldaenp:s°x 1_y-2_z2 3I:> °:' y
1 -1 1-y+2=z-3
X-y=-1
b s°:' y
Ty+tz=>5
Hallemos el punto de corte de ry s: M =r C s. Para ello resolvemos el sistema
iX-y+1=0
i IX-y=-1
C12%x-z-1=0_ ) o
formado porrys: | 1 P [2x-z=1 (obsérvese que se ha eliminado la
..X_ = - .
Xy ly+z=5
ty+z=5

tercera ecuacion, que es igual que la primera). De la primera ecuacion x =y — 1.
Sustituyendo en la segunda: 2(y — 1) -z =1 b 2y -z = 3 que, con la tercera

. i . 8 7 .
forman el sistema i y g cuyas soluciones son: y =§, z =§. Sustituyendo en

iytz=
la expresion de x se tiene X :E, con lo que Maé, E, 19
3 &3'3' 33
Supongamos que el punto simétrico de A(1, 2, 3) respecto de r es A'(a, b, ¢). Como
T R
} 2 3 } 3
M es el punto medio de Ay A' b .1 b+2 :ED %b:ED A.ae_7’ E, EQT
P2 3 4 3 &' 3735
fe+3_7 1.25
t2 3 1t 3

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
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15.

ix-y+z=1
Dados los puntos A(-2, -4, -3) y B(2, 6, 5), y la recta r° i ,
12X+y-3z2=2
averiguar si existe alguna recta tal que contenga los puntos Ay B y corte a la rectar.
Razonar la respuesta.
(Septiembre 2000)

Solucién:
Se trata de hallar la posicion relativa de r y la recta s que pasa por Ay B.
(o iX-y=1-t

. , de donde
12X+y=2+3t

Pasemos r a paramétricas. Llamemos z =t b

: X :1+Et
. 3
2 5 i 5

x:1+§t, yzgt. Entonces r©° |1y:§t . Luego un vector director suyo es
i
Tz=t
i
|

& 5 .0 - L

85, —, 1= y podemos tomar también uno proporcional: u= (2, 5, 3). Un punto de r

3 o
es M(1, 0, 0).

uuu

La recta s que pasa por A y B es tiene vector director AB= (4, 10, 8) y podemos
tomar también uno proporcional: v = (2, 5, 4).

Estudiemos las posicion relativa de ry s:
I .

36 L _
° rangoa&l}gz rangoaé 2: 2 (u y v no son proporcionales)
8Vg 82 5 4@
&l o &2 5 36 2 5 3
° rangog v %=fan90g2 5 4.=3,yaque|2 5 4|=-710
r . H
gﬁ%g -3 -4 -34 -3 -4 -3

Por tanto r y s se cruzan y no puede existir ninguna recta que contenga a los puntos
AyBycortealarectar. ;

16.

Hallar el punto simétrico del punto A(2, -3, 5) respecto del plano
a°x-3y+4z+21=0.
(Septiembre 2000)

Solucioén:
La resolucidn de este ejercicio es como la del ejercicio nimero 8:

Calculemos la recta r que pasa por Ay es perpendicular al plano a. Esta recta tendra
como vector director un vector perpendicular al plano a: U= (1, -3, 4). Las

iX=2+l ) ;
: . T ~ - + -5 .
ecuaciones de r seran pues: r°:'y=-3-3I ure Xl =y3 =Z45U
lz=5+4

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
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N i-3x+6=y+3 . i3x+y=3
Uuroej roj .
14y+12=-3z+15 14y+3z=3
Resolviendo el sistema formado por la recta y el plano obtenemos el punto M donde
i3x+y=3
la recta corta al plano: :'4y +3z=3
Ix-3y+4z=-21

De la primera ecuacion y = 3 — 3x.
Sustituyendo en la segunda: 4(3-3x) +3z=3b -12x+3z=-9b -4x+z=-3.

Sustituyendo en la tercera: x - 3(3-3x) +4z=-21b x-9+9x+4z=-21b
10x+4z=-12 P 5x + 2z = -6.
. i-4x+z2=-3
Tenemos pues el sistema: | , de donde x =0, z=-3; y por tanto y = 3.
19X+2z=-6
Asi, el punto M donde la recta r corta al plano a es M(0, 3, —3). Este punto es el
punto medio del simétrico A'(a, b, ¢) de A(2, -3, 5) respecto del plano a. Entonces:
a+2 b-3 c+5p

0.3 -9=g—= == -:P a=-2b=9,c=-11,

)

Por tanto el simétrico de A respecto del plano a es A'(-2, 9, -11) +

ix=1+I ix=m
17. Dadas las rectas r°:'y:I ,s°:'y:2+2m.
1z=-1 1z=0

a) Estudia la posicion relativa de las rectas r y s.
b) Halla la ecuacion de una recta que sea perpendicular simultaneamente ary's.
(Junio 2001)

Solucién:
a) Puntoy vector director de r: A(1, 0, 0), u=(1, 1, -1)
Punto y vector director de s: B(0, 2, 0), V= (1, 2, 0)
I
3} 1 16
rangoa&l}gz rangoaé 2: 2 (hay un menor de orden dos distinto de cero:
Vg g]. 2 0 1)
U y V¥ no son proporcionales).
el o @l 1 -16 11 -
rangog v S=rango¥1 2 0 ~=3,yaque|l 2 0f=-410
CABS é 12 0} 12 0

Por tanto r y s se cruzan.
b) Este parte es similar al ejercicio 11
Las ecuaciones implicitas de r y s son:

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
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ix=1+l N R 1=0

T _ X-1= X-V-1=
N%yﬂ DrWLi:X:£¢>N% ybr°% y

w 1 1 -1 1-y=z2 1y+z=0

Lz =-]

|

1x=m i2 2 i2 +2=0

T - X=V- X - =
s°%y:2+2mbs°izz—zzz¢>s°} y DSO} y

i 1 2 0 10=2z 12=0

1z=0

o Hallemos el plano p que pasa por s y es paralelo a r. Escribamos para ello la
ecuacion del haz de planos de arista s:

l(2x-y+2)+nm=00 2Ix-ly+ne+2=0
Para que un plano de este haz sea paralelo a la recta r se debe cumplir que el

vector perpendicular al plano (21, -1, m) sea perpendicular a un vector
director de r, U= (1, 1, -1), es decir, que el producto escalar de ambos sea
cero:2l =1 - m=0bP | —-m=0b | =m

Tomando pues| =m=1setiene:p® 2x-y+z+2=0

Hallemos ahora el plano p' que pasa por s y es perpendicular a p. Ya sabemos
que el haz de planos de aristases 2l x-ly+nz + 2 =0.

Para que un plano de este haz sea perpendicular a p se debe cumplir que los
vectores perpendiculares a ambos planos sean perpendiculares, es decir, que el
producto escalar de los vectores (21 , -, n) y (2, -1, 1) sea O:

4 +1 +m=0bP 51 +m=0
Tomando | =1, m=-5,setieneque p'® 2x-y-5z2+2=0

Hallemos por ultimo el plano p" que pasa por r y es perpendicular a p. El haz
de planos de arista r es:

l(x-y-1)+my+2)=0U Ix+(-l +my+nz-l =0

Para que un plano de este haz sea perpendicular a p se debe cumplir (al igual
que en el punto anterior) que (I, -1 +mm ™ (2, -1, 1), es decir que:

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos

en el espacio _
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2l +1 -m+m=0U 31 =00 | =0
Tomando | =0ym=1, setieneque p"®°y+z=0

La recta t, perpendicular comin ar y s, es la interseccion de p'y p", luego tiene
. e 12X-y-5z2+2=0
ecuaciones implicitas t© |
Ty+z=0
Si se quiere hallar también la distancia entre ry s, se aplica la férmula de la distancia
de un punto cualquiera de r, por ejemplo A(1, 0, 0), al plano p® 2x-y+z+2=0:

2R +(-1)>0+1x0+2
d(r, s) = d(A, p):l D |:i:4—\@:ﬁud5. )

J22+(-1)2+12 J6 6 3

18. Determina las coordenadas del punto simétrico del A(-2, 1, 6) respecto de la recta
(o Xx+1l_y-3_z+1
1 2 2
(Junio 2001)
Solucién:

La resolucion de este ejercicio es como la del ejercicio nimero 14:
Las ecuaciones implicitas de r son:

i2x+2=y-3 12X-y=-5 12x-y+5=0
roj P roj Proj
12y-6=2z2+2 12y-2z=8 1y-z-4=0

Hallemos el plano p que contiene al punto Ay a larectar.

El haz de planos de base larectares| (2x —y +5) + mly — z — 4) = 0. Podemos
suponer que | * 0y dividir todos los términos entre | con lo que la ecuacién del haz
queda de la forma: 2x -~y +5 +t(y —z — 4) = 0, donde t = mil . Como el plano
contiene al punto AP -4-1+5+t(1-6-4)=0pb -9t=0P t=0yelplanop
que buscamosesp® 2x-y+5=0

La idea consiste en hallar un vector W perpendicular a r para, utilizandolo, hallar la
recta s perpendicular a r, contenida en p, que pasa por el punto A. Esta recta s
cortard a r (estan en el mismo plano y son perpendiculares) en un punto M. El punto
simétrico de A respecto de r, A', se encuentra de M a la misma distancia que M de
A: M es el punto medio de Ay A'. Ahora ya serd facil hallar A" (ver figura).

A

W,

o] YN

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
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Un vector director U de larectares U= (1, 2, 2).

Un vector perpendicular al plano p es V= (2, -1, 0).

I,

Entonces el vector W = U~ V es simultaneamente perpendiculara U ya V.
i j k

Hallémoslo: U~ V=[1 2 2|=(4j- k)- (4k- 2i)=2i+4j- 5k b W= (2,4, -5).
2 -1 0

La recta s que pasa por A(-2, 1, 6) y tiene direccion W= (2, 4, -5) es perpendicular
x+2__y-1_z-6IDS 14x+8=2y- 2
4 -5 K sy+5=47-24

ary esta contenidaenp: s°

|4x 2y--10pS i2x-y=-5
,5y+4z—29 ,5y+4z—29

Hallemos el punto de corte de ry s: M =r C s. Para ello resolvemos el sistema
‘|2x y+5=0

y-2-4=0 12X-y=-3
formado porry s: 12 e p }y- z=4 (obsérvese que se ha eliminado
6y +42 =20 15y +4z=29

la tercera ecuacion, que es igual que la primera). De las dos Ultimas ecuaciones se
obtiene: y = 5, z = 1. Sustituyendo en la primera se obtiene x = 0, con lo que
M(0, 5, 1).

Supongamos que el punto simétrico de A(-2, 1, 6) respecto de r es A'(a, b, ¢). Como

: a-2 -0
2 |a 2
. . 1 b+1
M es el punto mediode AyA'p {—==5b {b=9 b A'(29,- 4)
'| Ieo=_
ic+6 jc=-4
w—=1
t
iX+y=2 -9Z=
19. Halla el valor de k para que las rectas r©° : Y y s° |y se corten.
1y-z= y 22 =2
Halla el punto de corte.
(Septiembre 2001)
Solucién:
ixX+ty=2
I —
. . [y-z=3 .
Para que se corten el sistema conjunto | 37— formado por las ecuaciones de r
iy-3z=
ty-2z=2

y de s debe tener solucion unica. Para ello el determinante de la matriz ampliada
tiene que ser cero porque, en caso contrario, el rango de la matriz ampliada seria 4 y
el rango de la matriz de los coeficientes es 3 (hay un menor de orden 3 distinto de

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
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11 0
cero: |0 1 -2f=410), con lo que el sistema seria incompatible y las rectas no
01 -3
podrian cortarse. De este modo:
11 0 2
1 -1 3 |1 -1 3
01 -1 3 -2 k-3 -
=L -3 k|=|0 -2 k-3= =2-(-k+3)=k-1=0 U
01 -3 k - -1
1 -2 2 [0 -1 -1
01 -2 2
U k=1
Para hallar el punto de corte P de ry s resolvemos el sistema. Sustituimos k por su

ix+y=2
valor y eliminamos, por ejemplo, la Gltima ecuacion: :'y- z =3 . De las dos ultimas
ly-3z=1
se obtiene y = 4, z = 1. Sustituyendo en la primera x = —2. Por tanto el punto de
cortederysesP(-2,4,1).+

ix+y=1

20.Halla | paraqueelplanop® 2x+ly—-z=1ylarecta r° sean
12X+y-2=2
paralelos. ¢Puedes encontrar otro valor de | para que sean perpendiculares?
(Septiembre 2001)
Solucién:

Para que la recta y el plano sean paralelos no deben tener ningin punto en comdn.

ix+y=1
Por tanto el sistema conjunto formado por la recta y el plano, :'2x+y- z=2,no
¥2x+| y-z=1
debe tener soluciones, es decir, el rango de la matriz de los coeficientes A tiene que
a 1 0 1o
ser distinto que el rango de la matriz ampliada A=% 1 -1 2: . El rango de
éz | -1 1
1 0 1
esta Ultima es 3 pues hay un menor de orden 3 distinto de cero: |2 -1 2/=11 0.
2 -1 1
Por tanto el rango de la matriz de los coeficientes A deber ser menor que 3 y para
1 1 0
ello el determinante de la matriz A tienequeser0: (2 1 -1=00
2 1 -
1 0 0 .
o2 -1 - :‘I o, _jzl- (-1 +2)=1-1=00 | =1
2 |1-2

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
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Para ver si se puede encontrar otro valor de | para el que el plano y la recta sean
perpendiculares, habremos de ver si un vector perpendicular del plano, U= (2,1, 1)
es paralelo o tiene la misma direccion que un vector director de la recta.

Hallaremos en este caso el vector director de la recta ¥ como el producto vectorial
de los dos vectores perpendiculares a los dos planos que la definen (ver figura):

1,1,0
\ \\\ x+y:]_:

CoL

2X+y—-z2=2 (2, 11_1)

1
Ve

i ok
V=(110) (21-1)= 0|=(-i+k)- (2k- j)=-i+j- kb V=(-11-1)

[l el

1
2

Obsérvese que, llamando z = | y resolviendo el sistema de incognitas x e y
ix+y=1 . . .
i ,setienex=1+1,y=-l, con lo que las ecuaciones parametricas
12x+y=2+|

ix=1+1

| . .
de larectason r° jy=-1 ,ypor tanto un vector director es (1, -1, 1) que tiene la

1z =1

misma direccion de ¥ (son claramente proporcionales).

Pues bien, tal y como se habia planteado, para que r y p sean perpendiculares, el
vector perpendicular al plano U= (2, |, 1) y el vector director de la recta
V= (-1, 1, -1) deben ser paralelos. Es decir debe existir k tal que U= kV, es decir
talque (2,1,1)=k(-1,1,-1) b (2,1,1) =(-k, k, =k) y esto es imposible pues
tendria que ser simultaneamente k = -2y k = -1.

Por tanto no existe ningan valor de | para el que r y p sean perpendiculares. +

21.

Considerael planop® x-y+1=0yel punto A(2, 0, 1).
a) Determina la ecuacion de la recta que es perpendicular al plano p y pasa por el
punto A.
b) Halla las coordenadas del punto B que es simétrico del punto A respecto del
plano p.
(Junio 2002)

Solucion:
22. Determina la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1, O, 2), es paralelo a la
recta r° X1 _y-2_ z- 3 y perpendicular al planop©® 2x-y+z=0.

3
(Junio 2002)

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
en el espacio
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Solucion:

23

. Sea p el plano que pasa por los puntos (1, 0, 0), (0, 1, 1) y (1, 1, 1); A el punto

(1, 2, 3) y B el simétrico de A respecto del plano p.
a) Halla la ecuacion de la recta que pasa por Ay por el punto medio del segmento
AB.
b) Halla la ecuacion de la recta paralela a la anterior que pasa por el punto (2, 2, 2).
(Septiembre 2002)

Solucion:

24,

Xx-3_y-1_2z+3
-4 1
a) Halla los valores de a y b para que la recta r esté contenida en p.

b) ¢Existe algin valor de a y de b para que la recta sea perpendicular al plano p?
(Septiembre 2002)

Consideraelplanop® ax+2y-4z+b=0y larecta r°

Solucion:

25.

. iX+y-z=4
Las rectas de ecuaciones r° j , S°
TX+2y=7 1y=-5

a) Escribe las ecuaciones paramétricas de ambas rectas.
b) Halla un punto de r y otro de s tales que el vector con origen en uno y otro

extremo sea perpendicular a ambas rectas.

se cruzan en el espacio.

(Junio 2003)

Solucion:

26.

Considera la recta dada por r° : X-4y+9=0
13y-2-9=0
a) Determina el plano que pasa por el punto P(1, 4, 0) y contiene a r.
b) ¢Para cualquier valor de | , el plano x -4y + 9 + | (3y — z — 9) = 0 contiene a r?
c) Determina los valores de | para que el plano diste 3 unidades del origen de
coordenadas.
(Junio 2003)

Solucion:

27.

Sea p el plano de ecuacion 3x — 2y — 6z = 1 y r la recta dada por
x,y,2)=(1,0,1)+1(2,-1,1)
a) Define la relacion de paralelismo entre una recta y un plano.
b) Averigua si la recta r y el plano p son paralelos.
c) Define la relacion de perpendicularidad entre una recta y un plano.
d) Averigua si la rectar y el plano p son perpendiculares.
(Septiembre 2003)

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
en el espacio
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Solucion:

28. Dados los planosp® x+y+z=1;p'° x-y=0:
a) Calcula el &ngulo que formanp y p'.
b) Determina las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por P(1, 2, 3) y es
perpendicular al plano p.
(Septiembre 2003)

Solucion:

. iX+2z=3 ;
29. Se considera la recta r° : yelplano p © 3x -y + 2z = 1. Se pide:
1y+4z=5
a) Comprueba que r y p son paralelos.
b) Calcula la distancia entre r y p.
c) Determina dos rectas distintas que estén contenidas en p y sean paralelas a r.

(Junio 2004)

Solucion:

30. Considera los puntos A(2, 0, 0), B(0, 2, 0), C(2, 2, 1) y D(1, 1, 2) y calcula:
a) El volumen del tetraedro que determinan.
b) La ecuacidn cartesiana o implicita del plano que contiene al punto D y es paralelo
al que contiene a los puntos A, B, C.
(Junio 2004)

Solucion:
ix=2l +3m
31. Halla la distancia del plano p, © 4x - 10y +2z =-1 al plano p, ° :'y =l +m
l,'z =l -m
(Septiembre 2004)
Solucion:

32. Considera la recta r que pasa por los puntos A(2, 1, 0) y B(-4, -2, 0) y la recta s
determinada por el punto C(2, 3, 5) y el vector direccion v(1, 3, 0).
a) Calcula el &ngulo formado porrys.
b) Calcula la distanciade r as.
(Septiembre 2004)

Solucion:

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
en el espacio
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iX=2t
33.a) Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta r° :'y:3+t y al punto
lz=1-t
P(2, -1, 2).
b) Calcula la distancia desde el plano obtenido al punto Q(0, 1, 0).
(Junio 2005)

Solucion:

34. Halla el area y las longitudes de las tres alturas de un tridngulo cuyos vértices son:
A(1,1,1),B(0,3,5yC(4,0,2).
(Junio 2005)

Solucion:

35. Calcula la ecuacién de una recta que pasa por el punto de interseccion del plano

p°x+y-2z+6=0con larecta s°§:y- 2=2z+1 y es paralelo a la recta

ro i13x+y-4=0
%4x- 3y+z-1=0
(Septiembre 2005)
Solucién:

36. Dados los puntos A(1, -2, 3) y B(0, 2, 1), se pide:
a) La ecuacion paramétrica de la recta que pasa por ambos puntos.
b) La ecuacion del plano p que esta a igual distancia de Ay B.
c) La distancia al origen de la recta interseccion del plano 2y — z = 0 con el plano p
del apartado b)
(Septiembre 2005)

Solucion:

37.El plano a de ecuacion general x + y + z = 10, corta a las rectas r,:x=y =1,
r,Ly=z=2yr:x=z=3,en lospuntos A, By C respectivamente. Se pide:
a) Halla el volumen del tetraedro cuyos vértices son A, B, Cy D(1, 2, 3).

b) Determina la distancia desde el vértice D hasta la cara opuesta del tetraedro.
(Junio 2006)

Solucion:

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
en el espacio
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IX=1+2t

38. a) Halla un punto de la recta r° :'y =-t equidistante de los puntos P(-1,2,1)y
1, =
1z=-1

Q(0, 3, 1).
b) Calcula la ecuacion implicita de un plano p de modo que el simétrico del punto P
respecto del plano p sea el punto Q.
(Junio 2006)

Solucion:
iXx=3+t =1
39. Dadas las rectas r° :'y:5+t ys®© : - , Se pide:
i 1-2y+z2=2
|Z:6+t

a) Analiza su posicion relativa.
b) Halla la ecuacion general del plano p que contiene a la recta s y es paralelo a la
rectar.
(Septiembre 2006)

Solucion:

40. a) Calcula unas ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(2, -1, 3)

ix=-1+2|
y es perpendicular a la recta r ° :'y =3-
1z=0
b) Halla las coordenadas del punto P', simétrico del punto P respecto de la rectar.
(Septiembre 2006)
Solucion:
. iX+y=5 iy=1 ix-y=1
41. Consideramos las rectas r, ° : . , L° tY y n° : . . Se
1y+tz=2 IX+y+z=6 1y-z=3

ide:
2) Demuestra que las rectas r, y r, se cortan en un Gnico punto.
b) Halla las ecuaciones en forma continua de la recta que pasa por el punto de
interseccionde r, y r,, y es paralelaa r,.
(Junio 2007)

Solucién:
iX=1+t+s
42. Dados los planosa® x+y-z=1y b° :'yzl- t ,cont,sT j,sepide:
1z=24+s

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
en el espacio
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a) Determina su posicion relativa.
b) Calcula la distancia entre ellos.
(Junio 2007)

Solucion:

43. Consideramos los planos p, © x+2y-z=1, p,°3x-z=3y p,° -x+2y+z=7.
a) Determina su posicion relativa.
b) Halla el angulo que forman los plano p, y p,.
(Septiembre 2007)

Solucion:

44. Dados los puntos de coordenadas A(3, 1, 1), B(0, 2, 2) y C(-1, -1, -1), se pide:
a) Determina la ecuacion general del plano que los contiene.
b) Calcula la distancia desde el punto P(0, 0, 4) a dicho plano.
(Septiembre 2007)

Solucion:

45. Dados los vectores U =(a, b,1), \r/:(- 34,1y W =(1 2, c), determina el valor

de lo parametro a, b, ¢ T j de manera que los vectores Vv y W sean
perpendiculares y ademas U~ W=V, donde ~ denota el producto vectorial. ;Qué
angulo forman U y V en dicho caso?

(Junio 2008)

Solucion:

46. Dados los puntos A(1, 1, 1), B(1+1,2,1-1)yC@+1,1+1,2+1), donde
1T
a) Prueba que los vectores AB y AC forman un angulo de 90°, independientemente
del valor de | .
b) Determina los valores de | para que la longitud de la hipotenusa del tridngulo

rectangulo de vértices A, B y C sea igual a 3.
(Junio 2008)

Solucion:

47. Dados el planop® x-y+z+k=0,donde kT j,y larecta r°%3:y+1:-z,

se pide:

a) Demuestra que para cualquier kT , la recta r es paralela al plano p.

b) Determina el valor de k I j de forma que la recta r esté contenida en el plano p.
(Septiembre 2008)

Solucion:

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
en el espacio



Matematicas Il — Ejercicios resueltos de los examenes de Selectividad propuestos en Castilla-La Mancha
Autor: Pedro Castro Ortega, profesor del IES “Fernando de Mena” de Socuéllamos (Ciudad Real)

iX=1+t-s
48. Dado el punto P(2, 2, 1) y el plano p de ecuaciones :'y =1- t+s, se pide:

12 =0

a) Distancia del punto P al plano p.

b) Ecuaciones generales de la recta que pasa por el punto P y es perpendicular a p.
(Septiembre 2008)

Solucion:

Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos
en el espacio



